ECE1

Devoir maison n°1 : Corrigé

Exercice 1

On consideére la suite (u,) définie par :

uO=1
2u, + 1
U =
n+1 Un+1
1)
U, = u = = -
0 ) 1 u0+1 2’

2up+1 2x3/2+1 4
Uy = = = — = —
2T +1 3/2+1 5/2 5
_2up 1 16/5+1  21/5 21
up+1  8/5+1 13/5 13’

8.

2z P - o
est définie et dérivable sur R* (le dénominateur ne s’annule pas sur cet

2) La fonction f : x —

ensemble). De plus, Vo € R* :
2c+1)— 2z +1 1
) = (z+1) (2 ) _ .
(x+1) (x+1)
La fonction f’ est strictement positive sur R™, donc f est strictement croissante sur f. On en déduit le tableau
de variations de la fonction f :

x 0 “+00

e

1

3) Pour tout n € N, on note P(n) : < u, existe et 1 < u,, <2 ». Montrons par récurrence que la propriété
est vraie pour tout entier naturel n.

Initialisation : Pour n =0, on a :

On a bien : 1 < ug < 2.
P(0) est donc vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) l'est aussi.
D’aprés I’hypothese de récurrence u,, existe et 1 < u,, < 2. Ainsi u, + 1 # 0, il est donc possible de calculer
2u, +1

Up + 1
De plus, la fonction f est strictement croissante sur R™, ainsi :

. On en déduit que u,41 existe.

1<up <2= f(1) < fun) < f(2).

Or: f(1) = g et f(2) = g Ainsi :

(@31

1§f(1)§un+1§§§2-
On en déduit que la P(n + 1) est vraie et que la propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, d’apres le principe de récurrence simple, elle
est vraie pour tout n € N. Ainsi :
Vn € N, u,, existe et 1 < u,, <2.



4) On utilise un raisonnement par récurrence :
Pour tout n € N, on note Q(n) : < u, < unt1 >. Montrons par récurrence que la propriété est vraie pour tout
entier naturel n.

Initialisation : Pour n =0, on a :
3
ug=1let up = -.
0 1=5

On a bien : ug < u;.
Q(0) est donc vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété Q(n) est vraie. Montrons que Q(n + 1) l'est aussi.
D’apres ’hypothese de récurrence :
Un, < Up+41-

En utilisant le résultat de la question précédente, on a : u, € [1,2] et up4+1 € [1,2].
De plus, la fonction f est strictement croissante sur R™, ainsi :

Up, S Un+41 = f(un) S f(un-i-l) = Up+1 S Up+2-

On en déduit que la Q(n + 1) est vraie et que la propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, d’apres le principe de récurrence simple, elle
est vraie pour tout n € N. Ainsi :

Vn €N, up < Upyi.

On en déduit que la suite (uy,) est croissante.

5) Voici un programme qui répond & la question :

r—{ @Python X

1 def suite(n):

2 Uu=1

3 for k in range(n):

4 U = (2xU+1)/(U+1)
5 return U

Exercice 2

Etudier completement la fonction f — \/51/ * sur son domaine de définition.
e On commence par déterminer le domaine de définition de la fonction f :

f(x) = eV — @)/ (27) oxigte si et seulement siln(z) existe et z # 0.

On en déduit que :
f(z) existe si et seulement siz > 0 et z # 0.

On en déduit le domaine de définition de la fonction f :
Dy =]0; +o0].

e La fonction f est dérivable sur Dy et f est sous la forme e* ou :

u(z) = %, soit u'(x) =

% _2In(z) 1-In(z)
422 222

On en déduit la fonction dérivée de f :

f(z)= (1_217;2(36)%1“(@/(293)'

Une exponentielle et un carré sont toujours positifs. Donc f/(z) est du signe de 1 — In(z). On cherche le signe
de cette expression :

1-In(z) >0< 1> In(z)

< e > x par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R.



On en déduit le tableau de signes de la fonction f :

x 0 e “+00
1 —In(z) + 0 -
f'(x) + 0 -

Enfin : ) »
flo)=ve =e /2=

On en déduit le tableau de variations de la fonction f :

Remarque :
La courbe admet donc une asymptote horizontale au voisinage de +00 et est prolongeable par continuité en 0.

Voici une allure de sa courbe :

Exercice 3

Voici un programme qui répond a la question :

r—{ @Python X

1 def somme(n):

2 S=0

3 for k in range(l,n+1):

4 S = S + nx*2/(n**2+k**2)
5 return S/n




